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ナップサック問題およびその発展問題の統一的解法

篠埜 功 胡 振江 武市 正人 小川 瑞史

組合せ最適化問題の代表的問題の1つであるナップ

サック問題は, NP困難であるが, 重みが整数のみの場合

には動的計画法による多項式時間アルゴリズムが知られ

ている. しかし, 入力データにリスト, 木等の構造を導入

して構造に関する制約条件（たとえば互いに隣り合わな

い等）を加えると, 効率のよいアルゴリズムを考えるの

は容易ではない. 本論文では, 入力データが再帰構造を持

つナップサック問題を統一的に扱い, 仕様からの効率の

よいアルゴリズム導出法を提案する.

1 はじめに

ナップサック問題とは, 価値, 重みを持つN 個の荷物

と, 容量C の袋が入力として与えられたときに, 重み和

がC を超えないような荷物の選び方の中で, 価値の和が

最大の選び方を求める問題である. この問題は組合せ最

適化問題の代表的問題の１つであり, NP困難であるが,

重みが整数のみの場合には動的計画法による多項式時間

アルゴリズムが知られている [3]. しかし, 入力データに

リスト, 木等の構造を導入して構造に関する制約条件（た

とえば互いに隣り合わない等）を加えると, 効率のよい
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アルゴリズムを考えるのは容易ではない [2].

本論文では, ナップサック問題を最大重み和問題 [5]と

してとらえ直し, ナップサック問題のさまざまな発展問

題に対する効率のよいアルゴリズムの統一的導出法を提

案する. この導出法のポイントは, 再帰関数で記述された

制約条件から, 最適化定理 [5]を適用することによりアル

ゴリズムが導出されるところにある. 本論文では, 関数型

言語Haskell [1]に近い記法を用いる.

2 最大重み和問題および最適化定理

最大重み和問題とは,「要素に重みの与えられたある再

帰データ xが与えられたときに, 性質 pを満たす x中の

要素の部分集合のうちで重み和が最大のものを求める」

という問題である. 筆者らは [5]において, 再帰関数によ

り記述された性質記述から, 最大重み和問題を解く線形

時間アルゴリズムを導出する手法を提案した. 本節では,

その結果のみを示す. 詳しくは, [5]を参照されたい. 導

出においては, 次の最適化定理が重要な役割を果たす.

定理 1 (最適化定理)

性質 pが有限の値域を持つ関数 fi(i = 1, . . . , n)とmu-

tumorphismsをなしているならば, 性質 pに関する最大

重み和問題には線形時間アルゴリズムが存在し, それを

機械的に導出できる. ✷

Mutumorphisms [4]は,単一の構造再帰である cata-

morphismを, 相互再帰的に定義された関数群に一般化

したものである. 本論文で対象とするデータ型は, 次の形

で定義される再帰的データ型とする.
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opt accept φ1 . . . φk x = getdata (↑snd / [ (c, w, r∗) | (c, w, r∗)← ([ψ1, . . . , ψk])D x, accept c] )

where ψi (e, cand1, . . . , candni) =

eachmax [ (φi (e∗, c1, . . . , cni),

(if marked e∗ then weight e∗ else 0) + w1 + . . . + wni ,

Ci (e∗, r∗1 , . . . , r
∗
ni

)) |
e∗ ← [mark e, unmark e],

(c1, w1, r
∗
1)← cand1, · · · , (cni , wni , r

∗
ni

)← candni ] (i = 1, . . . , k)

eachmax xs = foldl f [ ] xs

where f [ ] (c, w, cand) = [(c, w, cand)]

f ((c, w, cand) : opts) (c′, w′, cand′) = if c = c′ then

if w > w′ then (c, w, cand) : opts

else opts ++ [(c′, w′, cand′)]

else (c, w, cand) : f opts (c′, w′, cand′)

getdata ( , , x) = x

図 1 一般的最適化関数 opt

D α = C1 (α,D1, . . . ,Dn1)

| C2 (α,D1, . . . ,Dn2)

| · · ·
| Ck (α,D1, . . . ,Dnk )

DiはD αを表し, Ciは構成子を表す. リスト, 木など

の再帰データ型はこの形で表現できる.

この再帰データ上でmutumorphismsは次のように

定義される.

定義 1 (Mutumorphisms)

再帰的データ D α 上のmutumorphismsとは, 次

のような形で相互再帰的に定義された関数群

f1, f2, . . . , fnを指す. i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して,

fi (C1 (e, x1, . . . , xn1)) = φi1 (e, h x1, . . . , h xn1)

fi (C2 (e, x1, . . . , xn2)) = φi2 (e, h x1, . . . , h xn2)

...

fi (Ck (e, x1, . . . , xnk )) = φik (e, h x1, . . . , h xnk )

where

h x = (f1 x, f2 x, . . . , fn x) ✷

以下では, 有限の値域を持つ関数からなるmutumor-

phismsを有限mutumorphismsと呼ぶ.

性質 pが有限mutumorphismsで定義されていると

き, pは, 有限の定義域を持つ述語 acceptと有限の値域

を持つ catamorphismに次のように機械的に分解するこ

とができる.

p = accept ◦ ([φ1, φ2, . . . , φk])

([ ])は, データ型D α上の catamorphismを表す. 引

数として入力データを受けとり, 性質 pに関する最大重

み和問題の 1つの解を返す関数mwspは, 上記の関数

accept, φ1, φ2, . . . , φk を用いて,

mwsp x = opt accept φ1 . . . φk x

と記述される. 関数 optの定義は, 図 1に与えられてお

り, この関数は線形時間関数である. 関数 optの正しさ,

線形性は, [5]に示されている.

解は, 選ばれた要素にマークをつけて表される. 図 1の

markが要素にマークを付ける関数であり, unmarkが

マークを付けない (マークが付いていないという情報を

付随させる)関数である. 要素にマークが付けられている

かどうかを判定する関数をmarkedとし, これを用いて

性質 pが記述される. 図 1中の ↑snd /は, 引数に与えら

れた 3つ組のリスト中で, 第二要素が最も大きな 3つ組

(のうち最も右側のもの)を返す関数である.

3 通常のナップサック問題

ここでは, ナップサック問題を, 最大重み和問題として

とらえ, 最適化定理を適用することにより多項式時間ア
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ルゴリズムを導出する方法を示す.

3.1 仕様

荷物は重みと価値の対で表し, 荷物の集合はそれを要素

とする non-emptyリスト型 [(Weight,Value)]で表す.

ナップサック問題は, 荷物の価値を重みとする最大重み

和問題であり, 満たすべき性質は, 選ばれた荷物の重み和

が袋の容量C を超えないという性質knapである.

knap xs = weightsum xs ≤ C

knapの引数は荷物のリストであり, 各荷物には選ば

れているかどうか (マーク付けられているかどうか)

を示す情報が付随している. たとえば, 選ばれてい

るかどうかをBool型の値で表し, knapの引数の型を

[ ((Weight,Value),Bool ) ]とすればよい.

3.2 導出

性質 knapを non-emptyリスト上の有限mutumor-

phismsで表すために, 以下のような関数 cutを導入す

る.

cut : Weight→Weight

cut w = if w ≤ C then w else C + 1

この関数 cutは, 重みを引数にとり, 重みがC より大き

ければC + 1を返し, そうでなければその重みをそのま

ま返す. この関数 cutを用いると, 性質 knapは以下の

ように表すことができる.

knap xs = sumw xs ≤ C

sumw [x] = cut (if marked x then weight x

else 0)

sumw (x : xs) =

cut ((if marked x then weight x

else 0) + sumw xs)

関数markedは, 引数に与えられた要素が選ばれてい

る (マーク付けられている)ならばTrue, そうでないな

らばFalseを返す関数である. knapの取り得る値は

True, False, sumwの取り得る値は 0, 1, . . . , C + 1で

あるので, 関数群 knap, sumwは, non-emptyリスト上

の有限mutumorphismsをなす. よって, 最適化定理を

適用することにより, 次のアルゴリズムを得る.

knapsack x = opt accept φ1 φ2 x

where

accept x = x ≤ C

φ1 x = cut (if marked x then weight x

else 0)

φ2 (x, y) = cut ((if marked x then

weight x else 0) + y)

このアルゴリズムの計算量は, 荷物の個数 (入力リストの

長さ)をN とするとO(CN)である.

4 リスト上のナップサック問題

前章では通常の, 構造のないナップサック問題を扱っ

た. この章では, 荷物がリスト状に並んでいる場合を考

え, 隣り合った荷物は選ぶことができないという制約条

件が加わった問題を解くアルゴリズムを最適化定理によ

り導出する.

4.1 仕様

まず, 隣り合った荷物は選ばれないという性質 indep

は, 次のように定義できる.

indep [x] = True

indep (x : xs) =

if marked x then

not (marked (hd xs)) ∧ indep xs

else indep xs

hd [x] = x

hd (x : xs) = x

indepの引数が [x]の場合は, 荷物が 1つの場合に対応

し, それを選んでも選ばなくても隣り合った荷物は選ば

れないので, Trueである. indepの引数が (x : xs)の場

合は, 荷物が複数の場合に対応し, 先頭の荷物xが選ば

れた場合には, 残った荷物 xsから, 先頭 hd xsを選ばず

に, かつ性質 indepを満たすように選ばなければならな

い. hdは, non-emptyリストを引数にとり, その先頭要

素を返す関数である. この性質 indepを用いることによ

り, この問題の性質 pは次のように記述できる.

p xs = indep xs ∧ knap xs
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4.2 導出

この性質 pは, 関数 hdの値域が (一般には)有限でな

いため, 有限mutumorphismsでは表されていない. 性

質 pを有限mutumorphismsで表すために, 関数 indep

中の not (marked (hd xs))の部分を p1とおく. 融合変

換により, p1は,

p1 [x] = not (marked x)

p1 (x : xs) = not (marked x)

と変換される. よって, 性質 indepは,

indep [x] = True

indep (x : xs) = if marked x

then p1 xs ∧ indep xs

else indep xs

と な り, 関 数 群 p, indep, p1, knap, sumwは non-

emptyリスト上の有限mutumorphismsをなす. よっ

て, 結果は省略するが, 最適化定理により, 荷物の個数

(入力リストの長さ)をN とすると, O(CN)のアルゴリ

ズムが得られる.

5 木上のナップサック問題

この章では, 荷物が木状になっている場合を考え, 選ぶ

荷物はすべて枝でつながっていなければならないという

制約条件が加わった問題を解くアルゴリズムを最適化定

理により導出する. [2]においては, 関係を用いることに

よりこの問題に類似した問題を解くアルゴリズムを導出

しているが, 導出時に適用する規則の条件が複雑であり,

規則が適用しにくい. それに対し, 最適化定理は条件が簡

潔であるので適用しやすく, 導出の自動化も可能である.

5.1 仕様

木は次のように定義される2分木であるとする.

Tree α ::= Leaf α | Bin (α,Tree α,Tree α)

まず, 和がC を超えないという性質 tkは,

tk t = tws t ≤ C

tws (Leaf x) =

cut (if marked x then weight x else 0)

tws (Bin (x, t1, t2)) =

cut ((if marked x then weight x else 0)

+ tws t1 + tws t2)

のように記述できる. 次に, 選んだ荷物が枝でつながって

いるという性質 tcは次のように書ける.

tc (Leaf x) = True

tc (Bin (x, t1, t2)) =

if marked x then tc′ t1 ∧ tc′ t2

else (nm t1 ∧ tc t2) ∨ (tc t1 ∧ nm t2)

木が 1つの葉のみからなる場合には, 性質 tcは満たさ

れる. 木が (Bin (x, t1, t2))である場合には, xが選ば

れていた場合には, t1と t2 が選ばれた頂点が根の側に集

まっている (すなわち, ある頂点が選ばれていたならばそ

の親の頂点も選ばれている)という性質 tc′ を共に満たし

ているかどうかをチェックし, xが選ばれていなかった

場合には, t1, t2の一方には選ばれた頂点が存在してはな

らず, もう一方は性質 tcを満たしていなければならない.

木に選ばれた頂点が存在しないという性質がnmであり,

nm (Leaf x) = not (marked x)

nm (Bin (x, t1, t2)) =

not (marked x) ∧ nm t1 ∧ nm t2
のように定義できる. また, 性質 tc′ は,

tc′ (Leaf x) = True

tc′ (Bin (x, t1, t2)) =

if marked x then tc′ t1 ∧ tc′ t2

else nm t1 ∧ nm t2
のように定義することができる.

これら 2つの性質 tk, tcを用いることにより, この問

題の性質 pは, 次のように記述できる.

p t = tk t ∧ tc t

5.2 導出

関数群 p, tk, tc, tws, nm, tc′は木上の有限mutu-

morphismsをなすので, 最適化定理を適用すること

により, 次のアルゴリズムを得る.

knaptree t = opt accept φ1 φ2 t

where

accept (a, b, c, d) = a ≤ C ∧ b

φ1 x = (cut (if marked x then weight x

else 0),

True, not (marked x),True)
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φ2 (x, (a1, b1, c1, d1), (a2, b2, c2, d2)) =

(cut (if marked x then weight x

else 0) + a1 + a2),

if marked x then d1 ∧ d2

else (c1 ∧ b2) ∨ (b1 ∧ c2),

not (marked x) ∧ c1 ∧ c2,

if marked x then d1 ∧ d2

else c1 ∧ c2)

このアルゴリズムの計算量は, 荷物の個数 (入力木の大き

さ)をN とすると, O(C2N)である.

6 結論

本論文では, 重みが整数の各種ナップサック問題を, 最

大重み和問題とみることによって統一的に扱い, 多項式

時間アルゴリズムの導出法を提案した.

参 考 文 献

[1] Bird, R. : Introduction to Functional Program-

ming using Haskell (second edition), Prentice Hall,

1998.

[2] de Moor, O. : A Generic Program for Sequen-

tial Decision Processes, Proceedings of 7th Interna-

tional Symposium on Programming Languages: Im-

plementations, Logics, and Programs (PLILP’95),

LNCS 982, Utrecht, the Netherlands, September

1995, pp. 1–23.

[3] Martello, S. and Toth, P. : Knapsack Problems :

Algorithms and Computer Implementations, Wiley-

Interscience series in discrete mathematics and op-

timiza tion, John Wiley & Sons Ltd., 1990.

[4] Meijer, E., Fokkinga, M. and Paterson, R. :

Functional Programming with Bananas, Lenses,

Envelopes and Barbed Wire, Proc. Conference

on Functional Programming Languages and Com-

puter Architecture, LNCS 523, Cambridge, Mas-

sachusetts, August 1991, pp. 124–144.

[5] Sasano, I., Hu, Z., Takeichi, M. and Ogawa,

M. : Make it Practical: A Generic Linear-Time

Algorithm for Solving Maximum-Weightsum Prob-

lems, The 2000 ACM SIGPLAN International Con-

ference on Functional Programming (ICFP2000),

Montreal, Canada, ACM Press, September 2000,

pp. 137–149.

A Catamorphism

再帰データを入力とする関数の中で, 基本的再帰関数

のクラスに catamorphismがある. これは, 再帰データ

を消費する最も単純な構造再帰関数の形であり, プログ

ラム変換において重要な概念の1つである [4]. たとえ

ば, リスト上の catamorphismは以下のように定義され

る関数を表す.

cata [ ] = e

cata (x : xs) = x⊕ (cata xs)

e, ⊕を変えることにより, さまざまな関数を表すことが

できる. 関数 cataは, リストを入力として受けとり, そ

の入力リスト中の [ ]を eで, :を⊕を置き換えて評価し
たものを結果として返す. 関数 cataは, e, ⊕によって唯
一に定まるので, 通常, cata = ([e,⊕])と記述する.

定義 2 (Catamorphism)

次の等式により定義される関数 f を再帰データD上の

catamorphismと呼び, ([φ1, . . . , φk])と表す.

f (Ci (e, x1, . . . , xni)) = φi (e, f x1, . . . , f xni)

(i = 1, . . . , k) ✷

B Haskell風表記について

本論文では, 関数型言語Haskellに近い表記法を用い

たが, ここでは図 1で用いられている表記のうち, リスト

の内包表記, および関数 foldlの定義を述べる.

• リストの内包表記
リストの内包表記は, 数学において集合を記述する

記法をもとにしたもので, 次のような形のものであ

る.

[ 〈式〉 | 〈限定式〉, . . . , 〈限定式〉 ]
〈限定式〉(qualifier)は論理値をとる式であるか生成

式 (generator)であるかのいずれかである. 生成式

は次の形のものである.

〈変数〉 ← 〈リスト〉
(〈変数〉, 〈変数〉)← 〈対のリスト〉
(〈変数〉, 〈変数〉, 〈変数〉)← 〈3つ組のリスト〉
· · ·

たとえば, [x |x← [1, 2, 3, 4], x× x ≤ 10 ] はリス

トの内包表記を用いており, 値は [ 1, 2, 3 ]となる.

• 関数 foldlの定義

foldlはリストの畳み込み関数 (folding function)

の 1つであり, 次のように定義される.

foldl : (α→ β → α)→ α→ [β]→ α

foldl f a [ ] = a

foldl f a (x : xs) = foldl f (f a x) xs


